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1. Ïóñòü C � ïðîñòîé çàìêíóòûé ñïðÿìëÿåìûé êîíòóð, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êè
0, 1, 2. Âû÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà∫

C

dz

z(z − 1)(z − 2)

ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ êîíòóðà C.

2. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, öåëàÿ îãðàíè÷åííàÿ â C ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà. Äîêà-
æèòå ýòó òåîðåìó, âû÷èñëèâ èíòåãðàë∫

|z|=R

f(z) dz

(z − a)(z − b)

ïðè |a| < R, |b| < R è ïðîèçâåäÿ åãî îöåíêó ïðè R →∞.

3. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëèóâèëëÿ, äîêàæèòå îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû.
4. Òðàíñôèíèòíûé äèàìåòð. Äëÿ íàáîðà z èç n ≥ 2 ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
z1, . . . , zn ∈ C ïîëîæèì

Ln(z) =
1

n(n− 1)
·
∑

j 6=k

log
1

|zj − zk| .

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà E ⊂ C ïîëîæèì
Ln(E) = min Ln(z),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì z èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà
E. ×èñëî

D(E) = lim
n→∞

e−Ln(E)

íàçûâàåòñÿ òðàíñôèíèòíûì äèàìåòðîì ìíîæåñòâà E.

1) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà E ⊂ C ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {Ln(E)} ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé.

2) Âû÷èñëèòå òðàíñôèíèòíûé äèàìåòð îòðåçêà [−1, 1] ⊂ R.

5. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëèíîìà f(z) ñ ðàçëè÷íûìè êîðíÿìè è ïîäõîäÿùåãî âûáîðà
(êàêîãî èìåííî?) êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ γ èíòåãðàë

1

2πi

∫

γ

zf ′(z)

f(z)
dz

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà f(z).

6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â çàìûêàíèè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ñïðÿìëÿå-
ìûì êîíòóðîì C, ïóñòü z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè âíóòðè êîíòóðà C è ωn(z) =
(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn). Ïîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë

1

2πi

∫

C

f(ζ)

ωn(ζ)

ωn(ζ)− ωn(z)

ζ − z
dζ

åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n − 1, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî â òî÷êàõ z1, . . . , zn ñîâïàäàþò ñî
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f(z) â ýòèõ òî÷êàõ.


